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В рамках квазистатической не-
связанной задачи термоупругости 
рассмотрен односторонний нагрев 
пластины со свободной поверхностью 
непрерывным лазерным излучением и 
обоснован метод определения нераз-
рушающих режимов лазерного отжига 
диэлектрических и полупроводниковых 
пластин. Получено аналитическое со-
отношение, являющееся критерием 
термостойкости пластины и позво-
ляющее определять неразрушающие 
режимы лазерной обработки. Модель 
расчета получена при допущении о 
независимости теплофизических, ме-
ханических и оптических свойств мате-
риалов от температуры. Показано, что 
для ряда диэлектрических и полупро-
водниковых материалов существует 
область изменения безразмерного 
параметра τ, в которой возможно раз-
рушение термоупругими напряже-
ниями пластин из этих материалов в 
процессе лазерного отжига. Проведе-
на экспериментальная проверка адек-
ватности модели расчета на примере 
оптического стекла ЛК3, показавшая 
вполне удовлетворительное согласо-
вание расчетных и экспериментальных 
данных.
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Введение
В лазерной технике широко 
применяются пластины из диэ-
лектрических и полупроводнико-
вых материалов. При их изготов-
лении под действием абразива при 
полировке в приповерхностном 
слое диэлектрических и полупро-
водниковых пластин могут воз-
никать остаточные напряжения, 
которые ухудшают оптические 
свойства поверхностей и снижа-
ют их лучевую стойкость [1]. Для 
устранения этого явления приме-
няют традиционный высокотемпе-
ратурный [1] или лазерный отжиг 
поверхностного слоя материалов 
[2—7]. При традиционном отжи-
ге пластины нагревают в печи 
до температуры отжига, выдер-
живают некоторое время, затем 
медленно охлаждают до комнат-
ной температуры. При лазерном 
отжиге поверхность пластины 
нагревают импульсным или не-
прерывным лазерным излучением 
[5—8] до требуемой температуры. 
Прогрев всего объема пластины 
не требуется. Быстрый нагрев по-
верхности пластины лазерным из-
лучением до температуры отжига 
и медленное ее охлаждение при-
водят к релаксации остаточных 
напряжений в приповерхностном 
слое пластины. 
При одностороннем нагреве 
пластины могут возникать такие 
режимы обработки, при которых 
термоупругие напряжения будут 
определяющими в технологиче-
ском процессе. Задача определе-
ния неразрушающих режимов 
лазерного отжига свободно защем-
ленной пластины поверхностным 
источником решена в работах [6, 
8]. В работе [7] рассмотрены нераз-
рушающие режимы импульсного 
лазерного отжига пластин из ди-
электрических и полупроводнико-
вых материалов. При импульсном 
лазерном отжиге глубина про-
никновения температурного поля 
определяется показателем по-
глощения материала пластины на 
длине волны воздействующего из-
лучения. При отжиге в непрерыв-
ном режиме воздействия глубина 
проникновения температурного 
поля определяется временем воз-
действия лазерного излучения, и 
ее можно варьировать в широких 
пределах. С целью определения 
неразрушающих режимов лазер-
ной обработки рассмотрим реше-
ние несвязанной квазистатической 
задачи термоупругости для пла-
стины со свободной поверхностью, 
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обладающей поверхностным поглощением лазерного 
излучения. Такие режимы реализуются при воздей-
ствии непрерывных лазеров, работающих в видимом 
и ближнем ИК−диапазоне длин волн, на полупро-
водниковые материалы или при воздействии излу-
чения СО2−лазера на многие монокристаллические, 
керамические и стеклообразные материалы. Будем 
считать пластину термостойкой, если она не разру-
шается термоупругими напряжениями при нагреве 
ее поверхности до температуры отжига. 
Модель расчета
Рассмотрим пластину со свободной поверхно-
стью толщиной h, ограниченную двумя плоскостями 
±h/2 и цилиндрической поверхностью с замкнутой 
направляющей. Теплофизические, механические и 
оптические свойства пластины примем независимы-
ми от температуры. На поверхность h/2 воздействует 
излучение непрерывного лазера.
Для случая одностороннего воздействия лазер-
ного излучения на пластину температурное поле в 
ней будет изменяться только по толщине и может 
быть найдено из решения уравнения теплопровод-
ности [9]:
  (1)
при следующих начальных и граничных условиях:
 t = 0; T(z, 0) = T0; (2)
 z = h/2;  q − σεT4 (h/2, t); (3)
 z = −h/2;  (4)
где T(z,t) — температура; T0 — начальная темпера-
тура; z — координата; t — время воздействия; а — 
коэффициент температуропроводности материала 
пластины; h — толщина пластины; λ — коэффициент 
теплопроводности материала пластины; q — плот-
ность потока лазерного излучения, поглощенного 
поверхностью пластины, q = q0(1 − R); q0 — плотность 
потока лазерного излучения, падающего на поверх-
ность пластины; R — коэффициент отражения; 
σ — постоянная Стефана—Больцмана; ε — степень 
черноты материала.
Из−за нелинейности граничных условий (3), 
температурное поле в пластине может быть найдено 
путем решения системы уравнений (1)—(4) только 
численным методом. Если пренебречь радиацион-
ными потерями с поверхности z = h/2, то темпера-
турное поле может быть найдено решением уравне-
ний (1)—(4) методом интегрального преобразования 
Лапласа [9]
  (5)
где ξ = z/h — безразмерная координата; τ = аt/h2 — 
критерий Фурье.
Наличие градиента температуры по толщине 
пластины вызывает в ней термоупругие напряжения. 
Для пластины, имеющей свободную поверхность, в 
соответствии с принципом Сен−Венана, равнодей-
ствующее усилие и равнодействующий момент на 
контуре должны быть равны нулю [10]. Поэтому тер-







Е — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона; αТ 
— средний в интервале температур коэффициент 
линейного расширения пластины.
Подставив выражение (5) в уравнения (7) и (8) и 
выполнив интегрирование, получим уравнение для 
расчета термоупругих напряжений в пластине:
 
 (9)
Исследование на экстремум уравнения (9) пока-
зало, что максимальные растягивающие напряже-




Зависимость безразмерной координаты макси-
мальных растягивающих напряжений ξmax от пара-
метра τ представлена на рис. 1. Из рис. 1 видно, что 
увеличение τ приводит к смещению координаты мак-
 129
симальных растягивающих напряжений от облучае-
мой поверхности к срединной плоскости пластины.
Сечения, в которых термоупругие напряже-




На рис. 2 представлены значения температуры 
и термоупругих напряжений в пластине из опти-
ческого стекла ЛК3 толщиной 1 см, рассчитанные 
по соотношениям (5) и (9) соответственно, для плот-
ности мощности излучения СО2−лазера 50 Вт/см2 и 
времени воздействия 1,7 с. Из рис. 2 видно, что в об-
ласти высоких температур термоупругие напряже-
ния являются сжимающими. По мере уменьшения 
температуры они уменьшаются до нуля, переходят 
в растягивающие напряжения, возрастают до мак-
симального значения, затем уменьшаются до нуля 
и переходят в растягивающие. Так как хрупкие ма-
териалы имеют предел прочности на растяжение 
примерно в 5—10 раз меньше, чем на сжатие [11], 
дальнейший анализ проведем для растягивающих 
напряжений.
Плотность мощности лазерного излучения, вы-
зывающую разрушение пластины термоупругими 
напряжениями, определяют из уравнения (9) после 






Плотность мощности лазерного излучения, не-
обходимую для достижения поверхностью пластины 
температуры отжига, определяют из уравнения (5) 





Разделив уравнение (12) на уравнение (14) и по-
ставив условие qT/qf ≥ 1, получим
 
 (16)
Неравенство (16) является критерием термо-
стойкости пластин со свободной поверхностью при 
одностороннем их нагреве поверхностным источни-
ком. Как и неравенство в работе [6], полученное для 
свободно защемленных по контуру пластин, нера-
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Рис. 1. Зависимость ξmax от безразмерного параметра τ
Figure 1. ξmax as a Function of Dimensionless Parameter τ
Рис. 2. Распределение температуры T (1) и термоупругих на-
пряжений σ (2) по толщине пластины
Figure 2. Distributions of (1) temperature and (2) Thermal Elastic 
Stresses σ Across Plate Thickness
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венство (16) позволяет определять неразрушающие 
режимы лазерного отжига и предъявлять требо-
вания по термостойкости к существующим и вновь 
разрабатываемым материалам. 
Результаты и их обсуждение
Проведем анализ полученных результатов. 
Левая часть неравенства (16) является константой, 
характеризующей отношение предела прочности на 
растяжение материала пластины к максимальным 
растягивающим напряжениям, и не зависит от пара-
метра τ. Правая часть неравенства — функция без-
размерного параметра τ (критерия Фурье). Функция 
f(τ) является выпуклой, возрастает по мере увели-
чения τ, достигая максимального значения, равного 
0,174 при τ ≈ 2 ⋅ 10−2, затем уменьшается. Максимум 
функции f(τ) по сравнению с аналогичной функци-
ей, полученной в работе [6] для пластины, свободно 
защемленной по контуру, уменьшается в 1,57 раза 
и смещается в область меньших значений τ на по-
рядок. На рис. 3 показано графическое решение не-
равенства (16) для пластины из оптического стекла 
ЛК3. Можно выделить три области. В области I τ <
< τ1, и неравенство (16) выполняется. Следовательно, 
можно осуществлять лазерный отжиг, не опасаясь 
разрушения пластины термоупругими напряже-
ниями. В области II τ1 < τ < τ2, неравенство (16) не 
выполняется. Разрушение пластины термоупругими 
напряжениями произойдет при меньшей плотности 
мощности лазерного излучения, чем требуется для 
достижения ее поверхностью температуры отжига. 
В области III параметр τ > τ2, и неравенство (16) вновь 
выполняется. Следовательно, можно осуществлять 
лазерный отжиг пластин. Так как толщина пластины 
может быть фиксированной, необходимо выбирать 
время воздействия технологического лазера таким 
образом, чтобы безразмерный параметр τ позволял 
осуществлять отжиг в областях, где неравенство (16) 
выполняется. 
Анализ свойств ряда материалов показал, что 
для оптических стекол [12] (кроме кварцевых), опти-
ческой керамики КО3 и КО4, полупроводниковых 
материалов Ge, ZnSe, GaAs, Si [6—8, 13] и др. левая 
часть неравенства (16) меньше 0,174. Следовательно, 
существует область изменения параметра τ, в кото-
рой возможно разрушение пластины термоупругими 
напряжениями. Если свойства материала пластины 
такие, что левая часть неравенства (16) больше 0,174, 
то критерий термостойкости выполняется при любых 
значениях параметра τ. Это означает, что пластина 
не будет разрушена термоупругими напряжениями. 
Например, для кварцевых стекол левая часть нера-
венства (16) составляет 0,83 [6—8, 14]. 
Из уравнений (12) и (14) путем несложных мате-
матических преобразований получим следующие 
уравнения:
− для расчета плотности энергии, вызывающей 
разрушение пластины термоупругими напряже-
ниями,
  (17)
− для расчета плотности энергии, необходимой 
для достижения поверхностью пластины темпера-
туры отжига,
  (18)




С целью проверки адекватности модели рас-
чета проведены экспериментальные исследования 
воздействия излучения непрерывного СО2−лазера 
ИЛГН−709 мощностью 100 Вт на пластины из опти-
ческого стекла ЛК3 толщиной от 0,2 до 1 см и диа-
метром 1,5 см. В эксперименте пластины полностью 
накрывали лазерным излучением. Поверхность об-
разцов была свободной. Плотность мощности лазер-
ного излучения на образцах изменяли посредством 
расфокусировки лазерного пучка. В ходе экспери-
мента измеряли следующие параметры:
− мощность излучения лазера (измерителем 
мощности ИМО−2Н);
− диаметр пятна излучения в плоскости иссле-
дуемого образца; 
− длительность воздействия лазерного излуче-
ния на исследуемые образцы;
− температуру поверхности пластины (пироме-
тром ADA TemPro 1600).
Разрушение пластин термоупругими напряже-
ниями контролировали визуально. По измеренным 
Рис. 3. Графическое решение неравенства (16) для оптическо-
го стекла ЛК3:
1 — f(τ); 2 — ЛК3
Figure 3. Graphical Solution of Eq. (16) for LK3 Optical Glass: 
(1) f(τ); (2) LK3
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величинам рассчитывали плотность энергии ла-
зерного излучения, необходимую для достижения 
поверхностью пластины температуры отжига или 
вызывающую ее разрушение термоупругими на-
пряжениями.
На рис. 4 показаны результаты расчетов по урав-
нениям (17) и (18) и экспериментальные данные. Каж-
дая экспериментальная точка получена статистиче-
ской обработкой десяти измерений. Из рис. 4 видно, 
что температуру поверхности пластин толщиной 0,2, 
0,4 и 0,6 см удалось довести до температуры отжига 
без разрушения пластин термоупругими напряже-
ниями. Пластины толщиной более 0,6 см разруше-
ны термоупругими напряжениями при плотности 
энергии меньшей, чем требуется для достижения 
поверхностью пластины температуры отжига. Ре-
зультаты эксперимента вполне удовлетворительно 
согласуются с результатами расчетов. К сожалению, 
мощность излучения экспериментальной установки 
позволила проверить адекватность расчетной модели 
только для тонких пластин.
Заключение
В рамках квазистатической несвязанной задачи 
термоупругости для изотропной пластины получено 
аналитическое соотношение, являющееся критерием 
термостойкости при ее отжиге лазерным излучени-
ем в непрерывном режиме воздействия. Получены 
аналитические соотношения для расчета плотности 
мощности и плотности энергии лазерного излучения, 
необходимых для достижения поверхностью пласти-
ны температуры отжига или вызывающих ее раз-
рушение термоупругими напряжениями. Показано, 
что для ряда диэлектрических и полупроводниковых 
материалов существует диапазон изменения безраз-
мерного параметра τ, в котором возможно разруше-
ние пластины термоупругими напряжениями. Про-
ведена экспериментальная проверка адекватности 
модели расчета.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ И МАТЕРИАЛОВ
Рис. 4. Расчетные зависимости плотности энергии WT (1) 
и Wf (2) от толщины пластины и экспериментальные дан-
ные (3)
Figure 4. Calculated Energy Densities (1) WT and (2) Wf as 
Functions of Plate Thickness and (3) experimental data
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Abstract. One−sided heating of plate with a free surface with con-
tinuous laser emission has been examined within the framework of 
quasistatic unbound problem of thermoelasticity. The method for 
determination of nondestructive conditions of laser annealing of di-
electric and semiconductor plates has been validated. This relationship 
allows one to generate nondestructive conditions of laser process-
ing. The calculation model has been obtained in the assumption of 
the independence of thermal, mechanical and optical properties of 
materials on temperature. We show that for a number of dielectric and 
semiconductor materials there is a region of change of the dimension-
less parameter τ, in fracture of plates of these materials during laser 
annealing may occur due to thermoelastic stresses. Experimental 
verification of the adequacy of the calculation model has been made 
for the example of LK3 optical glass which showed quite a satisfactory 
agreement between the calculated and experimental data.
Keywords: laser processing, plate, quasistatic problem of thermoe-
lasticity, nondestructive conditions, dielectric and semiconductor 
materials.
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